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O fundamental:

Uma algebra .4 é um espaco vetorial sobre K que possui uma
operagcdo - : AxA— A
(x,y) = x-y
+ O produto é associativo em relagdo a K:
Vx,yec AVAeK 1 A(x-y)= ) -y=x-(\y)
» sendo + a soma usual do espago vetorial, temos que .4 com
essas duas operagoes forma um anel.



Uma norma em A é uma fungéo || - || : A — R™ que satisfaz
vx,y € A, VX e Kt

x| =0 < x=04
o [IAxll = [Al]l]]
* lx+yll < llxll + llyll

Dizemos que esta norma é submultiplicativa se satisfaz:

* -yl < -yl



Uma sequéncia de Cauchy em (A, || - ||), € uma sequéncia
(an)nEN C A, tal que:

*Ve>03npeN : nom>ng=l|la, —am| <e



Dadas A e B algebras, uma funcao ¢ : A — B é dita homomorfismo
(de algebras) se for linear e quaisquer a,b € A vale
p(a-b) = p(a) - (b).

» Se, ¢ for bijecao continua com inversa continua, dizemos que ¢
€ isomorfismo de algebras e que as respectivas algebras sao
isomorfas.

 Se, além disso, as algebras A e B forem normadas com as
respectivas normas || - ||4 € || - || 5, ¢ for isomorfismo, e satisfazer:
para qualquer a € A, ||a|| 4 = ||¢(a)] 5, entdo dizemos que ¢ é
isomorfismo isométrico.



Algebras de Banach

Uma Algebra de Banach é uma &lgebra normada (A, || - ||) em que
toda sequéncia de Cauchy é convergente.

Exemplo 1.

Os quatérnios usuais

H={a+bi+c+dk : abc,dcR, ?=72=k>=-1,i#j#k},
com a distributiva, regras usuais ij = k, jk = i, ki = j, anticomutativa
e anorma usual |a + bi + cj + dk| = Va? + b*> + ¢ + d> é uma
algebra de Banach se sobre os reais, pois corresponde ao R* com
uma multiplicacdo pertinente. Mas sobre os complexos, note que
i(j-k)=ii=—-1#1=j-(—j)=j- (ik), quebrando a propriedade
associativa da multiplicacdo, nao sendo portanto sequer uma
algebra (sobre C).



Exemplo 2.

O conjunto Cy(X) :={f: X — C; f é continua e limitada} munido
com a norma do supremo e as operacoes canonicas, onde X € um
espago topoldgico, € uma algebra de Banach sobre C.

Demonstracao: Para mostrar que de fato € uma algebra, é uma
tarefa bem mais simples, portanto aqui vamos mostrar que é
completa. Seja (f,)nen Uma sequéncia de Cauchy em C,(X). Note
que para qualquer x € X, temos: |f,(x) — fu(x)| < ||fs — full €
(fa(x))nen € sequéncia de Cauchy em C que é completo. Dessa
forma, a sequéncia em C é convergente.

Agora, defina:

f: X—C, talque: f(x) = }lié%fn(x)



Note que f é limitada, pois:
Ve>0,3ngeN;n,m>ng=|fu—ful <e/4
Assim, para todo x € X teremos:
[ () = f ()| = L, [fog (3) — fin ()] < €/4

entao,
[ GO < g (0] + [fig (x) = f )] < (ol + /4

E portanto f € limitada.



Note que f é continua, pois: dados x € X, € > 0, tome ny € N. Como
fa, € continua, existe um aberto U C X que contém o elemento x,
onde |f, (x) — fu,(y)| < €/3 para todo y € U. Note ainda que vale
[fo (x) — f(x)| = Eé% [fno () — fin(x)| < e/3. Portanto, se y € U, temos:

F ) —F W] < 1 () oo () [ Ufno () ~foro W) [+ Ufee ) ~f (V)] < €/3+e/3+¢/3 = ¢

Logo f é continua em x e x é arbitrario. Portanto, f € continua.



Resta mostrar que a nossa sequéncia de Cauchy (f,),en €em Cy(X)
converge para esta f.
Note que vale:

Ve>0,3ngeN; n,m>ng=|fu—ful <e/4

. Por um argumento semelhante do que ja fizemos anteriormente
teremos ||f, — f|| < /4 para todo n > ny. Portanto, (f,).en converge
de fato para f.



Inversibilidade

Uma algebra de Banach, A, é dita com unidade se existe a € A de
modoquea-x =x =x-a, Vx € A. Denotamos tal elemento a por 1 4.
Além disso, toda algebra de Banach com unidade é também
chamada de algebra de Banach unital.

Dizemos que um elemento x € A é inversivel se existe y € A de
modoquex-y=y-x=14.

Lema
Seja A uma algebra de Banach sobre (R ou C) e seja x e A. Se

|x|| < 1 entdo (14 — x) é inversivel e (14 —x)~" Zx



Consideramos agora sempre A uma algebra de banach unital sobre
C. Um resultado importante a se saber € que podemos considerar
Cc A

Teorema

Se A é uma algebra unital sobre C entao podemos identificar C
como uma algebra contida em A.



Demonstracao: Vamos fazer um isomorfismo (de espago vetorial e
de anel) isométrico de C em um subconjunto de .A. Basta notar que
o(a) =140, que leva C em A é injetora, sendo portanto bijetora no
caso ¢ : C — Imgp C A.

* ¢ € claramente linear pois:
eAa+p) =14 a+ B) = M ga+ 5= dp(a) + ¢(B).

* ¢ € continua ja que [p(a)|| = [[1ac| = |al.[[14]] = o], pois A &
unital, a unidade tem norma 1. Isso conclui que ¢ é também
isometria.

* p(af) =14(af) = (1a-1a)(af) =14 - (alaf) = (1aa)(14B) =
o(a) - ¢(B), portanto ¢ também preserva a multiplicagao,
preservando a estrutura de anel.



« ¢! Imgy — C é também continua, dado que todo elemento da
imagem de ¢ pode ser escrito como 1 4« para algum « complexo
e ¢ (1 4a) = o e isso conclui que ||~ (14a)|| = |/, sendo
também uma isometria.



Teoria espectral

Seja a € A, definimos o espectro de 4, denotado por o(a) como:
o(@) ={Ae€C : a— X nao éinversivel}
E o resolvente de 4, denotado por p(a) é definido por
pa)={AeC : a— X\ éinversivel}

Em outras palavras, o(a) = C\p(a) e p(a) = C\o(a) sempre que a € A



um elemento muito Gtil que é usado para demonstrar o teorema de
Gelfand para algebras de Banach comutativas:

dado a2 € A, chamamos de raio espectral de a a seguinte igualdade:

r(a) = sup [A|
A€o (a)



Um resultado bem importante relacionado ao espectro de um
elemento qualquer de A:

Teorema
Dado a € A, o(a) € compacto e ndo vazio.



Assim como temos o espectro de um elemento da algebra, também
podemos ter o espectro da propria algebra.

Definimos o espectro de .4 como o conjunto
o(A) :={¢: A— C; ¢ &homomorfismo ndo nulo}
Lema

Seja A uma algebra de Banach, todo homomorfismo ¢ : A — C é
continuo.



Topologia fraca*

considere o dual topolédgico .A*, Entao se definirmos a fungao
pa : A* — Cporp,(N\) =|A(a)| para todo a € A é esta fungdo é uma
seminorma em A*. Teremos:

+ A familia de seminormas F = {p, ; a € A} é separante. Isto &,
para dado A\ € A* ndo nulo existe a € A tal que p,(\) # 0.

Chamamos de topologia fraca* de .A* a topologia induzida pela
familia de seminormas F em A*.



Teorema

Se A é uma algebra de Banach, entdo o(A) é um espago
localmente compacto com a topologia fraca®*. se A é unital entdo
o(A) é um espagco compacto.



Também temos um importante resultado que relaciona espectro de
elementos com o espectro da propria algebra.

Teorema
Se A é comutativa, entao para todo a € A temos:

o(@) ={p@); pco(A)}
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Transformada de Gelfand

Seja A comutativa. Dado a € A, considere a fungéoa : o(A) — Ctal
que a(p) = ¢(a)
Definimos a transformada de Gelfand como a funcgao:

k : A— Co(o(A)) definida por: k(a) = a

Onde
Co(o(A)) ={f : o(A) — C; f é continua e se anula no infinito}
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Temos o seguinte lema que € importante para o teorema que vem a
seguir.

Lema

Dado a € A, entao a transformada de gelfand é uma transformagao

linear continua e: ||k(a)|| = r(a) < ||a|]| e portanto x € um
homomorfismo contrativo.
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Teorema de Gelfand - algebras de Banach comutativas

O nosso resultado mais importante para algebras de Banach:
Teorema

Seja A comutativa. Dado a € A temos que a € inversivel em A se e

somente se a € inversivel em Cy(c(A)), isto é, se e somente se yp(a)
€ nao nulo para todo ¢ € o(A).
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C*-algebras

Seja A uma algebra de Banach sobre C. Uma involugcao em A é
uma fungéo * : A — A satisfazendo, para todo a,b € A e todo X € C:

s (a+b) =a*+0b*
\a)* = \a*

ab)* =b*a*
=

* lla*ll = ||a||

(
(Aa
(
*(a
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Uma C*-algebra é uma algebra de Banach equipada com uma
involucao x que satisfaz a seguinte propriedade:

|la*a|| = ||a||* para todo a € A

Exemplo.

Seja X um espaco topoldgico Hausdorff e localmente compacto,
entdo Cy(X) € uma C*-algebra comutativa se munida com a
involugcao dada pelo complexo conjugado. Esta algebra também é
unital se e somente se X é compacto.

25



Resultados em C*-algebras que sao importantes para o teorema
principal que é o teorema de Gelfand:

Lema

Se A é uma C*-algebra com unidade, entéo a transformada de
Gelfand: k : A — Cy(c(.A)) € um homomorfismo de algebras com

involugao, isto é: k(a*) = k(a) para todo a € A.
Lema

Se A é uma C*-algebra unital comutativa, entdo sua transformada
de Gelfand é uma isometria.

Lema
Se A é uma C*-algebra unital comutativa, entao
Im(k) = {r(a) ; a € A} é densa em Cy(c(A))
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Teorema de Gelfand para C*-algebras

O nosso resultado mais importante para C*-algebras:

Teorema

Se A é uma C*-algebra unital comutativa, entao sua transformada
de Gelfand é um *-isomorfismo isométrico entre as C*-dlgebras A e
Co(o(A)).

Ou seja, temos que « preserva involugao, é isometria, tem imagem
fechada e densa em Cy(c(A)).
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Compactificacao e aplicacao

Seja X um espaco topoldgico Hausdorff e localmente compacto.
Uma compactificagao de X é um espago Z compacto e Hausdorff
que possui um subconjunto aberto e denso que é homeomorfo a X.
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Como aplicagao esta sendo estudado que ha uma forma de definir
uma bijecao entre os conjuntos

{A C*- subélgebras de C,(X) ; A2 Cy(X)} €

{Z ; Z é compactificagao de X}. E isto se da pelo fato que para todo
A € {A C*- subdlgebras de Cy(X) ; A D Co(X)} temos que o(A) é
uma compactificacao de X.
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Obrigado!
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